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Premi Gauss 2006: Kiyosi I1to

El genial Kolmogorov deia que els matematics
de cada generacié tenien un camp molt petit
per treballar, limitat, d’'una banda, pels pro-
blemes trivials que no tenien cap interes, i de
I’altra, pels problemes tan dificils que eren im-
possibles de resoldre amb les matematiques
del seu temps. Pero caldria afegir que els ma-
tematics genials —i, sense cap dubte, en Kol-
mogorov ho era— sén aquells que posen un
peu en 'impossible. Kiyosi It0 va posar un peu
en l'impossible diverses vegades durant la se-
va llarga vida professional i per aquest motiu
ha rebut un ampli reconeixement de la comu-
nitat matematica. Se li han atorgat nombrosos
premis entre els quals destaca el Premi Gauss
concedit al darrer Congrés Internacional dels
Matematics celebrat a Madrid el passat mes
d’agost.

[t6 va néixer a l'illa japonesa de Honsu el 7
de setembre de 1915 i va estudiar la carrera de
matematiques a la Facultat de Ciencies de la
Universitat Imperial de Toquio (1935-1938). Si
tenim en compte la guerra entre el Japo i la
Xina de 1937 a 1945, la Segona Guerra Mun-
dial, i els foscos anys de postguerra al Japo,
hom pot imaginar que els seus primers anys
de matematic varen ser forca dificils. Entre els
anys 1938 i 1942 va treballar al Servei d’Es-
tadistica Governamental; segons explica (vegeu
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[3]), el director del Servei li deixava forca temps
per estudiar, i 'any 1942 va publicar dos tre-
balls fonamentals: en el primer [4], que va ser la
seva tesi doctoral, déna una interpretacié pro-
fundissima dels processos amb increments in-
dependents introduits per P. Lévy, a la llum
de certs resultats de J. L. Doob. Cal dir que
en aquells anys la teoria de la probabilitat tot
just comencava a considerar-se com una part
seriosa de la matematica, en lloc d’un recull de
férmules 1 trucs per al calcul de probabilitats, i
que els processos estocastics estaven en la seva
primera infancia. Molt pocs matematics japo-
nesos estaven interessants en aquesta teoria, i
1to, per compte propi, estudia a Lévy, Kolmogo-
rov, Doob i Feller. Si en el primer article s’apre-
cia el nervi d’'un matematic fora de serie, en el
segon ([5]) ja hi brilla la genialitat: posa els fo-
naments de la integral estocastica i de la féormu-
la de canvi de variables (actualment anomenats
integral i formula d’It6), que després comenta-
rem. Aquests treballs varen tardar anys a ser es-
tudiats amb 'atencié que mereixien: referint-se
al segon article ([5]), It6 diu <quan es va publi-
car només el va llegir el meu amic Maruyama:.
Continuant amb la seva trajectoria professio-
nal, el 1943 va ser nomenat professor ajudant a
la Universitat de Nagoya, on va coincidir amb
K. Yosida i també amb S. Kakutani, que havia
retornat a Osaka des de Princeton a causa de
la guerra. L’any 1952 va ser nomenat professor
a la Universitat de Kyoto, de la qual es va jubi-
lar el 1979. Durant aquells anys va estar també
a Princeton (1954-1956), Stanford (1961-1964),
Aarhus (1966-1969) i Cornell (1969-1975); en
aquestes visites va coincidir amb els millors pro-
babilistes del moment: Chung, Doob, Dynkin,



Feller, el polifacetic Malliavin, McKean, Meyer,
Neveu,. .. Diu que de tots ells va aprendre, pero
podem afegir que segur que també tots varen
aprendre d’ell. Després de la seva jubilacio a
Kyoto, va ser professor a la Universitat Gakus-
huin de 1979 a 1985.

Si es llegeixen els seus treballs recollits en
[3] hom veu que It6 va anar sempre tant al da-
vant com al darrere dels seus contemporanis: al
davant, obrint nous camins i atacant problemes
al limit de I'impossible, i al darrere, posant el
punt final a resultats dels altres. Potser de tots
els treballs fonamentals d’It6, els més interes-
sants d’explicar, ates el seu s en molts camps
de coneixement, sén els que tracten de la for-
mula d’Ito6 i les equacions diferencials estocas-
tiques.

Comencant pel principi, un procés estocas-
tic és un model matematic d’'un fenomen que
evoluciona aleatoriament al llarg del temps; per
exemple, una persona que passeja per una ciu-
tat i que a cada cruilla elegeix si girar a la dreta
o a l'esquerra tirant una moneda; el moviment
d’aquesta persona es pot estudiar mitjancant
les lleis de I'atzar. Aixi, es pot calcular la pro-
babilitat que després d’un temps determinat es-
tigui en un punt concret de la ciutat, el temps
mitja que tardara a arribar a un barri determi-
nat, etc. La millor manera de mirar-se aquest
recorregut aleatori no és instant per instant (la
persona tirant la moneda a cada cruilla), siné
considerant el conjunt de tots els recorreguts
possibles i definint-hi una probabilitat. Cada
recorregut possible s’anomena wuna trajectoria
del procés estocastic.

El procés estocastic que atrau I'interes d’Ito
és un model del moviment brownia, que s’a-
nomena procés de Wiener (o també, moviment
brownia, pero hi ha altres models del mateix fe-
nomen, com ara el d’Ornstein-Uhlenbeck). Com
és ben conegut, el moviment brownia, que no
va ser descobert per Brown, és un moviment
rapid i altament irregular que es pot observar,
tal com Brown va fer cap a 'any 1820, mirant
amb el microscopi particules de pollen en aigua;
al principi es creia que el moviment era degut al
fet que les particules de pollen estaven vives,
pero Brown va comprovar també el moviment
en particules inorganiques (per a tota aquesta
historia vegeu [6]). Durant la segona meitat del
segle XIX molts cientifics varen treballar sobre
el moviment brownia i va comencar-se a forjar

I’explicacio actual que el moviment és a causa
del bombardeig de les molecules del liquid so-
bre la particula de pollen; pero tot era forca
dificil d’expressar matematicament i de com-
provar experimentalment: la gran dificultat ma-
tematica era que <la trajectoria semblava que
no tenia tangents i, per tant, apareixen cor-
bes continues sense derivada en cap punt. Aqui
cal citar L. Bachelier, que en un sorprenent Ili-
bre titulat Théorie de la spéculation (1900) va
proposar un model per al moviment brownia i
la seva utilitzacié en finances, avantcant-se se-
tanta anys a la matematica financera que avui
té tanta importancia; pero dissortadament va
passar desapercebut. El segiient pas fonamen-
tal el va donar Einstein el 1905, el seu any ex-
traordinari. En un magnific article [2] que té
per objectiu <trobar fets que garanteixin tant
com sigui possible 'existencia d’atoms de di-
mensions finites determinades>, Einstein, que
no coneixia el moviment brownia, el va desco-
brir teoricament i va explicar la seva naturale-
sa, amb un raonament (alhora fisic i matematic)
que esquiva la no-derivabilitat de la trajectoria.
Alguns dels millors matematics de principis de
segle XX, com ara Borel, Lebesgue o Lévy tre-
ballaven per donar forma matematica rigorosa
a les conclusions d’Einstein sobre el moviment
brownia, pero va ser Norbert Wiener els anys
1923-1925 qui ho va aconseguir, definint una
probabilitat a ’espai de les funcions continues;
aquests van ser uns resultats extremadament
dificils i d’una importancia cabdal. De fet, amb
Wiener va comengar la formulacié matematica
actual del moviment brownia. Finalment, les
propietats més fines varen ser descobertes per
Paul Lévy els anys 1930-1950.

Figura 1. Aproximacié a una trajectoria
browniana.

La formulaci6 del procés de Wiener és, sen-
se entrar gaire en detalls tecnics, la seglient: el
primer que es fa és separar el moviment de la
particula a l’espai en tres components indepen-
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dents, una en cada direccié. Considerem aixi
una particula que es mou sobre un eix, i desig-
nem per W (t) la posici6 de la particula a l'ins-
tant t. Suposem que a l'instant 0 esta a ’origen
(W(0) = 0), i fem un grafic temps-espai per
seguir el moviment de la particula. El dibuix
no es pot fer, ja que, com hem dit, la corba no
té derivada en cap punt, perd una aproximacio
seria com la de la figura 1.

Pero aquest grafic és d’una de les infinites
possibles trajectories de la particula, i, de fet,
seria millor dir que hem representat la funcié

W, :[0,7] — R
t — W, (t)

on la variable w € ) es refereix al factor aleato-
ri, al fet que representem una trajectoria esco-
llida d’acord amb una probabilitat a €. EI mo-
del suposa que si prenem n instants del temps,
0 <t < -+ < t,, aleshores els increments
W(ty), W(te)=W(t1),..., W(ty)—W (tn—1) sén
independents i que W (¢;) — W (t;—1) és una va-
riable normal de mitjana 0 i variancia t; —t;_1.
Aixi, es pot calcular, per exemple, la probabili-
tat que en determinat temps la particula estigui
en determinada zona.

Per continuar amb la nostra explicacio
ens calen unes nocions sobre la integral de
Riemann-Stieltjes d’'una funcié respecte d’una
altra (aqui comentarem una versié simplifica-
da; per a la teoria general vegeu, per exem-
ple, Apostol [1]). Siguin h,g : [0,7] — R dues
funcions, h continua i g de de variacié fitada
(per exemple, una funcié monotona o una fun-
ci6 amb derivada continua en tots els punts).
Aleshores es pot definir la integral fOT h(t)dg(t)
de la manera segiient:

T
/0 h(t) dg(t)=lim Y h(s:) (g(ti1) ~g(t)), (1)

on el limit es pren sobre qualsevol successio de
particions de [0,7] de la forma 0 =ty < --- <
t, = T, amb el pas tendint a zero, i s; €
[ti, ti+1]. Aquesta integral té practicament totes
les propietats de la integral ordinaria de Rie-
mann. De fet, quan g és diferenciable amb deri-
vada continua, la integral de Riemann-Stieltjes
es redueix a una integral de Riemann,

T T
/ h(t) dg(t) = / h(t)g/(t) dt.
0 0

Un exemple que utilitzarem després és el
seglient: sigui ¢(t) continua de variacié fitada,
amb ¢(0) = 0. Llavors:

r 1
| s = 5emr @)

Ens interessa una integral del tipus
fOT f(t)dW,(t), perd el plantejament anteri-
or (en general) no funciona ja que W, (t) (amb
w fixat) té variacié infinita. Wiener, pero, en
la seva construccié de la probabilitat a I’espai
de les funcions continues, va necessitar aques-
ta integral i la va definir mitjancant tecniques
de probabilitats, és a dir, no fixant la w, sind
(simplificant molt) utilitzant un limit semblant
a (1) pero en un sentit probabilistic, concre-
tament en mitjana quadratica; observem que
el resultat de la integral és una variable ale-
atoria en lloc d’'un nombre. It6 defineix una
integral similar on permet que l'integrant sigui
també un procés estocastic (amb certes restric-
cions); concretament, defineix una integral de
la forma fOT H(t)dW (t), on H(t) és un procés
estocastic. Aquesta integral és lineal, pero ja no
segueix totes les regles habituals. Per exemple,
a diferencia de (2),

T
/ W(t) dW (1) =
0

on el segon terme de la dreta apareix a cau-
sa de l'extrema irregularitat de les trajectories
brownianes; tecnicament, les trajectories brow-
nianes tenen variacié de primer ordre infinita,
pero variacio de segon ordre finita, mentre que
el calcul diferencial ordinari s’ocupa de funci-
ons que tenen variacié primera finita i variacié
de segon ordre zero.

Amb Dobjectiu que aquesta integral sigui
util, Ito formula les regles de 'anomenat calcul
estocastic que, com hem comentat, seran dife-
rents de les del calcul ordinari. Retornem per un
moment a les funcions reals ordinaries i siguin
g: [0,7] — R una funcié continua i estricta-
ment monotona (llavors sera de variacié fitada)
i f: R— R una funcié diferenciable amb deriva-
da continua. Aleshores una manera d’escriure la
féormula del canvi de variables (o la regla de la
cadena) és

T
F(a(T)) = F(g(0)) + /0 f(g()) dg(t).



Per exemple, per a f(z) = 22, la férmula ante-
rior déna

T
(4(T))* = (9(0))° +2 /0 o(t) dg(t),

que quan g(0) = 0 coincideix amb (2). En el cas
aleatori aquesta férmula no és correcta, pero Ito
demostra que si f: R — R és dues vegades di-
ferenciable, amb la segona derivada continua,
aleshores

T
FOV(T)) = £(0) + /0 F1OW (1)) dW (t)

T
w3 [ rovoa

on, la primera integral és una integral d’It6 (es-
tem integrant un procés estocastic) i la segona
apareix a causa de la variacié quadratica del
brownia. Aquesta és la famosa férmula (o le-
ma) d’Itd del canvi de variables. Aixi, per al
cas f(x) = 22 tenim, d’acord amb (3),

(W(T))* =2 /t W (t) dW (t) + T.
0

(Recordeu que W(0) = 0). Finalment, afegim
que la integral d’Ito permet donar un sentit ri-
gords a equacions diferencials de la forma

dX (t) = f(X())dt + g(X (t))dW (t),

Premi Abel 2006: Lennart Carleson

El passat 23 de maig a la Universitat d’Oslo, el
professor Lennart Carleson, un dels matematics
més influents del segle XX, va rebre el Premi
Abel 2006 pels seus profunds resultats en analisi
harmonica i en sistemes dinamics.

on f i g sén funcions conegudes i X(t) és el
procés estocastic incognita. Informalment, a
una equacié diferencial ordinaria li hem afegit
un terme aleatori. It6 també es va ocupar d’a-
questes equacions. Per a una introduccié a les
integrals d’It6 i les equacions diferencials esto-
castiques vegeu, per exemple, Oksendal [7].
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El Premi Abel de I’Académia de Ciéncies i
Lletres de Noruega fou atorgat per primer cop
el 2003, en commemoracié del dos-cents aniver-
sari del naixement de Niels Henrik Abel, famés
matematic d’aquesta nacionalitat, mort prema-
turament a ’edat de vint-i-sis anys. Es conside-
rat per molts com 'equivalent al Premi Nobel
de Matematiques, encara que en aix0d compe-
teix amb un altre guard6 de més llarga historia
(si bé de menor quantia economica), la Meda-
lla Fields.

Durant els anys seixanta, Carleson completa
el projecte iniciat més de cent-cinquanta anys
abans per un matematic frances contempora-
ni d’Abel: Jean Baptiste Fourier. Fourier parti-
cipa a les campanyes de Napole6 a Egipte, com
a amic personal i conseller seu. La seva aporta-
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